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偏心 重管内の層流(厳密解)
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Theory on Laminar Flow between Eccentric Straight Pipes. (Exact Solution) 
Isao ASHINO 
Up to this time， theories on the two-dimensional steady flow of an incompressible 
fluid between eccentric straight pipes， especial1y on laminar f1ow， guide the formulas 
of velocity distribution and discharge from the approximate theory that f1uid f10w 
between two parallel walls under the assumption that the gap is small. And the others 
obtained an approximate solution by means of .calculus of variation， but all of them 
are not sufficient when a gap is large. 
In this paper， the author applied a conformal repressentation to laminar f10w which 
run between eccentric pipes， solved exact1y to be satisfied with boundary conditions 
and showed the formulas of the velocity distribution， discharge per unit time and the 
coefficient of friction. 
The results of calculation， varying the quantity of radius ratio and eccentricity， are 
also showen in each case. In comparison with an approximate solution， the following 
became c1ear. 
1) If radius ratio b/a is more than 0.8， an error of discharge is within 1 %. 
2) If h/a is within 0.8， the error becomes large with the exception of the case，ε= 
0.3. 
3) An approximate solution is smaller than an exact solution when pipes are concen-
tric， but if an eccentricity is large， this relation is reversed. 
緒 Eヨ
偏心二重管内の層流については従来，すき間の小さいときを主にして取扱っており，平行壁の聞
を流れる近似理論1)によって速度分布や流量を与える式を導いているo その他に変分法による近似
解2) も得られているが， これも充分なものではない。そこで著者は等角写像を使って Navier-
Stokesの方程式を厳密に解き， 偏心二重管内の層流域における速度分布，流量および管摩擦損失
係数を与える公式を明らかにした。またこの結果を数量的に明らかにして，これと近似理論によっ
て得られた結果とを比較検討し，近似理論による方法がどの程度まで使用可能であるかを偏心量や
半径比を変えて，その詳細を明らかにした。
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ω ; 管軸方向の流速
μ ; 粘度
p 圧力
J 管軸方向の圧力勾配(=-8p/8z)
rl， s ，平面の座標軸
a 外半径
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内半径
偏心量
圧力損失
管長
管摩擦係数
流体平均深さ(=(a-b)/2) 
平均流速
重力の加速度
単位体積当り重量
レイノールズ数 (=4m・U叩/ν〉
動粘度
=h/(a-b) 
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偏心二重管内の流れは管軸 (Z軸〉方向のみで， x， y方向の介護度はなく，また二重管内の表面
壁はすべてなめらかで，定常流れであるとする。このとき Navier・Stokesの運動方程式はU=v=
oであり連続の式は，8w/8z=0となって，却は x，yの関数であるから
次の如く与えられるO
82w/8x2 + 82w/8y2 =ーJ/μ
分度速3 
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卸=ゆーJ(x2十y2)/4μ
とおくと式(1)は
(}2世/8X2+82O/8y2=0
なる徴分方程式で与えられる。いま
(x-k+iy) 
α+ is = log -~=--I '~ ~:'~<-exfk+iY) 
なる関係を考えると， α，sは次の式で与えられるo
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また
(x + kcoth心2+ y2 = k2cosech 2a. 
x2 + (y -kcOts)2 =がcosec2s
よって x-y平面上に(-kcoth叫 0)に中心をもっ
半径kcosech向なる円はα-s平面上で α=α1の
直線に写像される。そこで、上記の関係を偏心二重
管に適用するにはh 向，kとして
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構 I¥:.:霊童曹第 l国なるように選べばよい。
偏心二重管内の層流 (厳密解)
境界条件は管壁上で卸=0であるから式(2)より
ゅ=去出y2)
となるo また式(5)より X，Y. を求めると
x=-~ sinh α 
(cosh α+cos s) 
y =-h sin s 
(ccshα+cos s) 
X2 + y2 = k2 ~空宇ha 三空リー
cosh α+ cos s 
これを式(8)に代入すれば境界条件は
Jk2 cosh α1一coss 伸〉α;r!1=一一ー・一一一一一一一一一cosh α1十 coss 
Jk2 cosh α2 -cos s 
仲)α=α2=--4云-・ 一一一cosh α2 + cos s 
となるo 式但)は ζ平面では。2ゆ 82ゆ ιー {一-
Oα as2 - v 
となるから式帥を式倒の境界条件で解けばよい。
いま
Jk2 cosh α1 -cos s (φ1)α=α1=一一一・一一一 t土 (φ1)α=向=0cosh α1十 coss 
Jk2 Cosh α2-Cos s 
(φ2)a;α1=0， (内〕α=叫=一一一 cosh 向+cos s 
なるやh 恥をとれば式帥の解はゆh 恥の和で、与えられる。仇の一般解は
φ1 = Ao (α2ー α1)+ ;1As sinh s(α2一α〉・cosSs 
であるo フーリエの級数により係数を決定すると，
」空 coshα1-CO里且=AoCαzー α1)+ ~1 As sinh S(a2ー αa・cosSs 
4μcosh αl+COS s 
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Jk2 = .14: (2cothα1ー 1)
Jk2 7~-.. ~ (2cothα1-1) 。 4μ (α2一向〉
π 
1 Jk2 j cosh (1  -COS A Assinh s(α2ー α1)=一一・ --l-m-一一一~ cos SA dA π4μ J cosh αl+COS A 
π 
Jk2 r .， '\~ _ -sa =一云一(ー 1)s e lcothα1 
Jk2 r . ""¥.0 _ -sa 
As=77(ー 1)' e lcothα1 cosech s(α2ー α1)
よって
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=旦~- . ~2 -~ (2cothα1-1)+-.1豆電1(-1〉sJ1coth sinh的 2ー α〉
4μα2一α1μ"α1sinh S(α2-01) 
-・.."・H ・ω
同様にして
炉旦.(.(-01 (2叫 hG2-1〉+Jql(-use-sa2cothahhS(ー 1)
4μα2ー α1μ8=1¥. .1 J v \....v~ u. '<2 sinh.S(02 -(1) 
・・・脚
式曲，帥より流速却は次の如くになるo
w= φ一 _J巴 .2型h ，壬三空空宇~ß_
4μcosh α+COS s 
1k2 rr.12 coth 01 -r1} coth 02 1 'þ~ 'Al .."'.u '2一一一一一一一一(coth01 -coth f'l2)一2μ l. O
2 
- 0
1 
(/.2-01 ¥，.....u'.l "......U. .~2 .J cosh α+ COS s 
rr_''\8~~os ss r _ -841 +ご1(-1〉-ーイ e !cothα1 sinh S(α2一α〕sinh s (α2一α1)! 
-.4 、
+ e 
2 coth α2・sinhs (“一α1) ~ I 
この式によって偏心2重管内の任意の点における流速を知ることができるo
-・ H ・H ・.(1$
4 流 量
次に流量は式(16)を二重管内で積分すれば求められる。すなわち直角座標で x，y直交曲線座標で
α， sの点と，それに近いα+dα，sの点をとればこの点の直角座標は x+(8xj8，α)dα，y+(8yjaa)白
で表わされ，この 2点の距離を dn1とすれば
dnl = {(8xノ伽)2十(8yj8.α)2}瓦f
したがって， α=一定の曲線えの法線の続素 dnlは
dnl=da〆C8x!8-a)q:-C丙joa)2 
同様に s=一定の曲繰えの dn2は
dn2=ds〆(θxj8α)2+(奇万両τ
よって徴小面積 dnl・dn2は
dnl・dnz= {(oxjoα)2十Coyjaa)2}dα・ds
で表わされる。式(剖より
8x _ _ 1， J 12_coshα cos 13 
Oα=--Kl(伝記(.(+函Is)2f
E工 -b~二竺inþ__(~_sin s _ (
0α'" l (coshα+COSs)2 J 
(附+(灯 k2一一ー -，一一 -OαJ I ¥8α ) - Ccosh α十coss)2 
、 、 ， ， ， ，
?
??
?
、• • • • • ?
，.....・(18)
dnl・dn一一 k
2dα・ds
U.ll2ー Ccosa-記凶面下
よって流量Qは
Q= f Iwdx dy = f 5 w dnldn2 
r r u，k2 噌 唱内
= J J (cosh α十cos13)2 uαot 
となる。式偶を式仰に代入すれば
-…・・制
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α zπα2π 
Jk4 r __L1_ (α2一α f' ds i-aーα1-1 ( ds 
2戸 Lcothα1J長弓lhJ(coshα+COSs)2+c叫hr12J孟弓1dαj反面扇子記日子
{J.l παπ 
(厳密解)偏心二重管内の層流
-./-coshadαj do 
αE 
') -8Cl -8Cl 
十三1(-1Ysinhs 〈α2 ー α~yJ {e --lcothα1 sinh s (均一α)+e 2cothα2・sinh
α1 
π 
cos Ss ds 
s(α一αl)}da I一一一一一一一一一αJ (cosh a+COS sア
ーπ
ここで
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α2α 
Q=Zhcothα1)去す・器ifd叶 2πcothりま去・告tfdα
α 1α1 
αzπ 
1 I cosh α ，-2coshα-cos s l一一一一da1 ;:::~:_~~ .::6~ ds 2 J sinh2ααJ(coshα十coss)
απ 
α-(，-lCl _ -(8+1)Cl 
国 2π 1-(~吐目立一二(三二U1-(Jhcothα1sinh s (α2一α〕
';:lsinh s (均一α1)J sinh3r1 
α1 
-8Cl -.， 
十 e 2 cothα2・sinhs (α一α川dαJ
πJk4r__L~ cothα2 -cothα1 __n. ~~ J Coth ft.2ー cothα1ム一 l_l
2μlc叫hdli--127ゐ一一一+函F可-coth川 崎一向 十sinh2α;J
(1 1 ¥ (~， 3 (1 1 ，) 一一一一一一一一一一¥sinh2α sinh2α2J1 ~， 4 ¥sinh2α1 ' sinh2向 }J
十三副nhム-ft.1){e -sCl1∞thlj2血t主ξ引(s十以…-(s-l)e…)白
αl 
+J~c叫hJ
型22U7斗(s + 1 )e -(8-1) aー(sー 1〉e-ta「州
一πJk
4r (coth位一cothα2)2 ，( coth αL _ cothα2 ， - 2μL α1一向 ， ¥sinh2α sinh2α21 
(111 (ー 3/ 1 ・ 1 ¥ 
si五五%一面F忌)11十 4¥函h可証函E元/
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+~ cosech s (均一向日 (e 1. cothα2-e ・cothα1J( _;--_"l一一ー と一一一lS=l'"''''''"'.u '" V"'~ ''1/ l ¥.'" -..."'..u，...~ .."'.... ¥sinh2αsinh2αlJ 
-s(伍+(1‘ / 
-e -2 (cothα1 cーoM(2s(cothαl-coth山ヰ可ー ヰz)i
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式自ゆが流量Qを与えるo いま s=lまで、をa，b， hを使って表わすと
Q πJ(a2 -b2)2 
-一一 一一一一一一一一・8μ 
とかけるO ただしFは次式で示されるo
a2+b2 H2 1'1 T'¥ 1'0 T，¥(a2-.b2) 0 1'1 T'¥ h2 F=(l+H)一一 一一一一ァ一一一!--;;:一(1-H)(2-H)'-~ t.2一一一2(1-H)一一一一a2-'b2一円:_t..-l(乱2-b2TT¥ ¥. ....1./ ¥." ....../ h2 "¥.. ..L/(a2_b2) 
...“.u ¥ 2ab .L.L J 
-281 -281 -8((1 tl1)、rl"__"t.._I'_ .，¥， a2-b2_Ca2e --1-b2e 1'1'_TT"¥ e 1 + 2H ~ I Ccoths(α2-al)十一一一一一・一一一一一一一一一一(1+ sH)一一一一一一一|l ¥..v.. .'-， . ~ ''1/ I h2 (a2 -b勺 sinhs Cα2 αl)J
.ー，.......・・仰
?
ラ戸 、. );ヲ~
L- L-i'、-
H= ~{ 1 -己ml囚) ?
であるO
特にhが小さいときは式仰は
?
?
? ????? ?? H
2 4a2b2h2 
sinh-l{~:~Þ'-:H) (a2-b2)3 日¥2ab ~~ ) 
?
，?
??
，?
、
となる， hがOのとき，すなわち同心二重管のときはH=lであるから
F=a
2十b
2
1 一一一一a2-b2 叫す)
となり，その厳密解と一致する。
またb=Oのとき，すなわち円管のときは， α2→∞， H= 1 -Ch/a)2より
2h 2 2h 4 ，~( ~ h 2 \∞(~ ， a 2 ¥ -2sl1 F=lーす一一一←i一+2 ( 1 ---~~9- ) ~ I 1十日-le 
a“ a' ¥ a' } s=2 ¥ h" } 
-・・・・・・・・伺
2h 2 2h 4 ，_ ( a 2 h 2 ¥ 
= 1 -~i---a:4-一十 2l-h-2--~~2-) 
-411 
e -~-::';ã-=l 
1 -e 
となり，円管の解と一致するo
5 管摩擦抵抗係数
管長sについての圧力損失を次の如く与える。
ムP _ 1 f2 U2由一ー =二二 A 一一一一 . 、一一一r . 4m 29 
式向)より平均流速は
U皿=1(a2-b2)F/8μ
で与えられるから Re=4meum/ν とすれば，式伺より
A=64/a-b11 一ー一一一 ・ I -_._.-
Re 'a十bJF 
-……例
-・・・・・帥
.，...・帥
なる形で与えられる。
偏心二重管内の層流 (厳密解〉
6 数値計算ならびに考察
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第2図に速度分布の一例を示した。これはb=0.5a
h=0.25aの場合で，式(7)よりk=1.2剖9a， α1=1.06
67，α2=1.6700で、あるo 式偶により (2μwjJa2)の値
を計算した。すなわちαとしては1.1，1.2， 1.3， 1.4 
1 5， 1.6の値を，また8には00より300おきに値を定
めて計算を行い，"平面上の座標α，sをX，Y面上に写
像した点 (x，y)を求め，その値の等しい部分を連ね
た等遠島様図であるO おのおのの値は外側より 0.017
0.035， 0.051， 0.068， 0.090， 0.10であるO また二
重管断面内の最広部 A-A'，最狭部 B-B'，の管軸
方向の速度分布を第3図に示したo A-A'部分と B
-B' 部分における最大流速の位置はいずれも AAJ•
BB'の中点より少し内側にあることが認めら
れるが， その形状は平行平面援のときの放物
棋形状とよく似ていることがわかるO
次に流量の数値計算を第1表に示した。式
仰によって， 半径比，偏心比の異なる場合を
求めた。参考のために近似式による値と比較
しである。 この両者の関係をグラフに示した
d行1\~ のが第4図a)，b)， c)， d)であるO これよりA' B'..LL..1....U-8 
内管の半径bが外管の半径aの0.8倍以上で、は
両者の誤差は 1%以内であるO しかし 0.6倍
第 1表
iE a 
0.4 
0.2 
第ヨ国 管車白骨耐の遺産4トキ
流
s 
第2国 構陪重量智内の華遺産純国
h 
一一一一|
a-b I 
|厳出解
o 0.009608 
ろ主 0.010504 
ろ告 0.01319 
号主 0.01760 
o 0.06857 
弘 0.07476
拍 0.09321
9主 0.1233
o 0.2043 
;il 0.2116 
ろち 0.2348 
ろを 0.2715 
ろな 0.3223 
号色 o.3812 
o 0.4258 
持 0.4344
弘 0.4542
弓S 0.4912 
与を 0.5402 
号先 0.5988 
号主 0.6651 
Ea 
Q/勾豆土
6μ 
|近似解|誤
lo∞伺∞0.010500 
0.01320 
0.01770 
lO佃8270.07467 
0.09387 
0.1259 
0.2016 
0.2100 
0.2352 lom 
0.3360 
o.4116 
l04蜘
0.4192 
0.4480 
0.4960 
0.5632 
0.6496 
0.7552 
???
??
??
?
? ? ?
? ?
? ? ?
ヮ ， ? ? ?
??????
? ?? ??
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????
?
? ????
?
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?? ???????????
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÷=ae ???
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sa12 
2ド
cuo 
QOI2 一 (21)むよ.<<'Z'I時一(29)~K .tiJ.lI弘栴 0.08 
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(a.) (t) 
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以内では Eが0.3付近を除いては誤差が大きくなることがわかるo 近似式は同心二重管のときは値
が少し小さくなり ，e:が0.3付近で厳密解と一致し，それ以上偏心すると大きく出ることがわかる o
また管摩擦係数の{車を第2表に示した。円管の管摩擦係数A=64/Reに比べて，偏心量が小さい
ときは同心二重管のときに約1.5倍となるが bが小さくなると次第に小さくなり 1に近づく，し
かし偏心しているときはε=0.6のとき約1になるが，偏心量が増すと 1以下になる。この関係を第
5図に示した。
7 結 官FEヨ
偏心している二重菅内の定常状態における層流について， Narier・Stokesの運動方程式を厳密に
解き，速度分布，流量および管摩捺抵抗係数を与える公式を求めた。その結果，従来の近似式との
間に次の関係のあることが明らかになった。
1) 著者の得た公式は偏心量半径比の大小に関係なく成立する。
2) 半径比b/aの値が 0.8以上では近似式と厳密解との両者の誤差は1%以内になり，実用的には
近似式で充分であるo
3) 半径比b/aの値が0.6.以下では EがO.針寸近では両者の誤差は小さいが，その他の部分では近似
式では誤差が大きくなり，実用にならなし、。
4) 管摩擦抵抗係数は Eの値が 0.6位で，円管の場合と同じ式で与えられるが，それ以下では大き
くなり，それ以上では小さくなるから，第5図より求めた値を使用すればよい。
5) 速度分布は平行平面壁を流れるときと大体同じような放物線形状になるが，最大流速の位置は
すき間の中央より内管に少々片寄った所にある。
本研究は昭和泊年10月，日ヰ識械学会金沢地方講損金において発表し，現在，同学会に投稿中の
ものを一部補足したものであるo
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